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OCENJIVANJE PARAMETARA NORMALNOG LINEARNOG
REGRESIVNOG MODELA

Ivan Pavkov-

sui'etuli: Ekonontetrii.skrt istrttzitrmlrt itt'tttiu zu c'ili prot:erLt vuiecih ekonomskih zaksttitttsti ipredt,iclunje vreclnostiel;onont'sliiltt,urijuh|i.N.clt.nu|nilinettrniregre.sil,ni
priictt,ttt.leuticttldrugihpojttl'unavrctlrl'stzttl,isnewtrtjablezrtnemar|ji|utlclno.sr.t
Nnkon oc'eniivania nepoztttrtih parctntetar(t ovog ntodelo, u ntctgucnr.tsti smr.t du odredinut regresijslcu liniju uzorka kojctpredstat'ljct o('enu rcgresij'ske tiniie poTtulctcije i na osnovtt laje moiento tzvrsiti preclt,itlanje.

Iiliuine reii: ekonomslw teorijcr, ekonornetriio, normctlni /inearni regresivni ntoclel, regresijslict liniju uzorku,
D t'edt'td 0n 1P

Abstract: Aim o/ un econontetric research is either evulucttion of valid econr,tntic luyv.y o,re4icti,n rf econc,tntict,uriobles,t,u|tte.s''4ssunlptiottt.l.fnorntttl/itteorregres.sivemodelislinactr.litnc
olhct'items hut'c rut 'signdicant influence on rleTtendent vctriable value cctntparecl to inflLrence ol indepenclept varicthl..
'4/ler cstintutittg unlinott'n putumct(.r,t o/ this model, suntple regt'ession lint, cutt be tlererntinert anrj it is, in Jitct. anastit|tution o./ prtpnlutiott t'egrassktrt line. f-inull.t,, pt'r:dictir.tn is oituined using sctmple regt.essi6tt /ine.
Ksy h'svdt' at:onomic theo4" ccot'tomelt):, nr.trn'rul iineur rcgrcssit,e ntoclel, srurtple t.egression line, precliction

Uvod

odnos izmedu vanjabli X i Y opisan sa Y: f(X) nazivamo deterministidkim ako svakoj vrednosti varijable X
odgorrara tadno jedna vrednost varrjable Y , Za varijable X i Y koje su u deterministidkom odnosu, kazemo daY funkcionaino zavisi od X ako f(X) nae konstanta za sve vrednostr X.
odnos izmedu vanlabii x i Y opisan sa Y: f(X) nazrvamo stohastidkirn ako svakoj vrednosti varijable XpridruZujemo celokupnu raspodelu varijable Y . Za t,arijable X i Y koje su u stohastidkom odnosu, kaZemo daY funkcionalno zavisi od X ako raspodeia varijabie Y nge ista za sve vrednosti X.
Maternatidka statistika se zasniva na pretpostavci kontrolisanog eksperimenta u kome se men1aJu iskljudivovrednosti vanlabli drji se odnosi ispituju. Meclutim, ekonomJki procesi najdesie se odvijaju u uslovimanekontrolisanog eksperitrlenta' te se za rlihovo proudavanje koriste prilagodene metode matematidke
statistike, tzv. ekonometnjske metode.

Ekonourska teorija, pojednostavljeno gledano, u svo"loj sustini predstavlja sistem cleterministidki opisanih
odnosa izmedu varilabli. Sa druge strane. u ekonorrleirui se iskljudivo bavimo stohastrdkim odn.sima d4i je
'ajj 

ednostavnr.l i oblik j ednosta r,'r.ri Ii'eami regresli skl moclel :

Y,lo+[]X1+e,,
gde je X uezavisna varijabla, Y zavisna vargabla. e sludajr-io odstupanje, a i p nepoznati parametri regresr-1e.
tncleKs I sc odltosl nlr i-lo opa2anje.

osuovne pretpostavke koje se pridruZuju jednostavnorn lineamom regresrjskom modelu su:

l. e1 ima normalnu raspodelu

2. E(ei) :0
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--3. Var (ei): o

4. Cov (e1, ei) : 0 (i d)

5. X je 
'estohastidka 

varijabla sa t-iksnim vrednostima u ponovljenlm uzorcima i za bilo koji

| ,t l .l- -:-'

uzorak velidipe p surna 1F (X, - X )' jc razlidita od nule i lirnl)tX - X) je konadan broj
u

tt ll t I

Jednostavni linear'i regresrjski model zajeclno sa pretpostavkarna l.-5' naziva se normalni linearni

regresijski model.

Osnovni preduslov uspe5nog ekonornetrijskog istraZivanja je specifikacija adekvatnog ekonometrijskog

nrodela koja se postiZe foniriranjem odgovarajuieg matematidkog oblika funkcrje, uvr5tavanjem bitnih i

fu os131,ij anj em nebitnih varij abli.

Prerpostavke 1.- 21. se odnose na definisarle raspodele odstupanja' Dakle' '? tulq vredtlost varijable X

oclstupa'1e 1na norn-ialnu raspodelu oko nnt" iu jednakrm varijansama o', pri demu odstupanja koja

odgovaraju dvetna razlicitim vrednostima vanlable X nisu u korelac4i.

pretpostavka 5. zna(ida sve vrednosti var4able X u uzorku ne smeiu biti medusobno jednake i da ne mogu

beskonadno ni rasti ni opadati sa poveianjem velidine uzorka.

Iz pretpostavki I .- 4., odigleclno je da je jedini nepoznati parametar raspodele oclstupanja njena Varijansa ot'

Drugirn redima, opisani normalni linearni regresrjski model ima tri nepoznata parametra: u' p i o:'

pokuSajmo sada cia odredimo raspodelu zavisne varUable Y. vidirno davazi:

Il(Yi) : E(u + PXi+' e') = cr * FXi

Var(Y1): EIY, L(Yi)Jt: I;l(a + pX,+ c,) 1u + BX;)]r: Ir(eir): o2

Zai4,Cov(Y1,\) : E(YiY,) E(Yi)E(Y,) : E(Yi)E(Yr) - E(Yi)E(Yi) : 0

Iz predhodne tri jednakosti zakljudujemo da Y;, i:1,...,n imaju non-tralne raspodeie, sraka sa oiekivanjem

u+FX', i:1,...,n i da bilo koje dve nisu u korelacrji'

Kadaseocenevrednosti oipsa a i B dobrjamoregresijskulinijuuzorkul,:a - Fx,'gciejey'
prilagodena vrednost promenlj ive Y;.

Regrestjska linija uzorka Y' : A + B X1 + e;, gde

prcdstavlja ocenu regresijske lin4e populacije Y' =

ocenana odgovarajucih odstupanla ei'

Ocenjivanje parametara metodom najmanjih kvadrata

princip metode najrnanjih kvadarata (LSE) je rninimalizacija sume kvadratnih odstupanja opazenih vrednosti

od njihove sredine.

Znamo da su ocene parametara u i p metodom najmanjih kvadrata:

R - 2(Xt-X)(Yt-y])
t" r(.Y, - .\-)r

a=v-fi
Prirler:

posmarra.lmo podatke o cenama i koiidinama prodatih akumulatora u jednoj prodavnici u toku deset

uzastopnih dana date u tabeli i. Neka nezavisna vanjabla Xi bude obradunata cena i-tog dana, a zavlsna

varqabla Y;broj prodatih akumulatora i-tog dana'

SU S3 €; oznadeni reziduaii et : Yi | , , tup'u''o

u + []X, * si , pri demu se reziduall ei 1no$u smatratl

t3u



X1 fdiwkom] Ikorl]

Tabela I

cr + BX1 + si i da su zadovoljeni uslovi l. _ 5. nonnalnog
Pretpostavino da,ie lunkcija potraZnje oblika y1:
liuearnog regresilskog modela.

Lako c'lobr;amo da je:

x: i050

y:st
Ocenimo sada parametre u i B metodom najmanjih kvadrata

h - 121s0 - 7700 -1750- r00 - 350- 300 - 2600 - 3250_ 6900 _ 3900202500+122500+62500+2500+2500+100001a0gggffi

n _ 39000

685000

P : - o,ost

a : st - (-0,057) 1050 : 57+S0.35:1 
' 
U,r'

Dakle, ocenjena regresijska lintja uzorka i" f, = 116.85 - 0,057 X; i predstavlja ocenu kn'e potraZnje
Najbolje linearno nepristrasno ocenjivanje

Melocla narjboljeg litreiuttog uepristrasnog ocen-jrvarla (IJLUE) zahtel,a da ocene parametara
budu litreat'ne kornbi'ltci.1e trpazanja iz uzorka. cla budr-r nepristrasne i da njihova varuansavarijanse bilo koje druge lineame nepristrasne ocene.

ai p,a i p,
bude rnanla od

ocene za a t' / su identidne ocenama dobijenir'metodom najmanjih kvadrata.

Medutim' metodom najboljeg lineamog nepristrasnog ocenjivanja se kao usputni rczultatodredivanja ocenaza a t P dobijaju ocene za njihove variianse:
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var ( B): o'

Yar(a): o'[t.=.I;i
\ n L(X,- X)- )

Napomena

Za oce'e paramerara o i B dob4e'e 
'retodom 

najboljeg linearnog nepristrasnog ocenjivania koristili smo iste

oznake kao kod ocenlivanja netoclom na.lmanlih kvadrata (a \ p ). s obzirorn da obe tnetode daju identidne

oce'e clvth paralnetara. Medutirn, metodot'najboljeg lineamog ocenjivanja dobrjamo i oceue varijansi za d

i B, tako cla ih moZerno izradunati koristeci podatke o cenama i kolidinama prodatih akumulatora datih u

tabeli 1.

, ( I lo5or )
var (a)__ o- [*. ossooo ,l

Yar (a): 1;7t' o'

yar ( 0): o' ^+-'t 685000

var(/)):1,46 '106 or

S'ranjenje varijanse ocena za u i p, tj. poborjsanje njihove efikasnosti moze se postidi optimalnim izborom

vrednosti vari.lible X, Sto je u praksi desto nemoguce postiii'

Ocenjivanje metodom maksimalne verodostojnosti

Kod maksirnalno verodostojnog ocen;ivanja (MLE) uzimaju se one vrednosti parametara koje bi najdesce

generisale dati uzorak'

ocene parametara u i p dobaene metodom maksimaino verodostojnog ocenjivanja su' takode' ldentidne

odgor,'aialucim ocenama dobijenim metodom najrnanjih kvadrata .

Metodom maksimal'o verodostolnog ocenjivarla dobrja se ocena varijanse odstuparla el (tj' ocena or):

a,: !r(y,_d_Fx,),
n-

S obzirorn da se pomocu sve tri navedene metode dobijaju iste ocene za a i f) (A i B )' a kod metode BLLE

se zahteva nepristrasnost, zakljudujemo da su odekivanja ovrh ocena jednaka stvan-rim yrednostima o' i 0'

Takode, jasno je da a i p,uuolinearne kon-rbinacrjenezavisnihnormalnihvanjabli i same imaju'onnalnu

raspodelu.

Dakle:

| .( r x' )l
a -Nle-.o"l-+-.,; ;.: ll

I \n LIA-^r))

p - N [P-., .'o' -',1
L', t(,\'.-x)---l

Koelicij ent determinacij e

Koelicijent cleterurinacije (Rr) se raiuna prema sledeioj formuli:

z(x,- x)'
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n.: t(4 
=D({=- 

r-I'
r({ - Y)'>(f,-v)'

Ovaj koeticr.lent se uzima kao mera koliko se dobro regresijska linrja uzorka prilagodava opaZanjima. Jasno

1e Aa R2e 10,t1, tato da koeficijent determinacrje zapravo"odraZava procentualni udeo varrjacrje varijable Y

ioja se moZe pripisati varrjabli X. Drugim redima, n2 je indikator ude5ia obja5njenog variranja Y u

ukupnom.

U sludaju dobijanja niske vrednosti za koeficijent determrnacije zakljudujemo da se regresijska linija lose

prilagodava opazanjima. Uzrok tome moZe biti pogreina specifikacija regresijske jednadine, prevelik uticaj

ilueolnog odstupanja ili odsustvo funkcionalne zavisnosti varijabli X i Y.

Predvidanje

U sluca.lu ovde izloZelog linearnog regresrjskog tr-iodela, predvrda se vrednost zavisn€ varijable Yi1 za datu

vrcdnost nezar,'isne varijerble Xs.

Kada bi pararnetri populacije bi[ poznati, vrednostYe bi se predvidala njenim odekivanjem:

E(Yu): u + FXo

Medutim, vrednost E(Yo) je nepoznata i moZe se oceniti tu d + f Xo'

Razlika izmedu stvarne i predvidene vrednosti zavisne varijable Y()naziva se gre5kom predvidanja:

Yu-lu = (q -t FXi* c,) -1a- PXrl

predvidanja unurar raspona u kome smo varirali nezavisnu varijabiu, tj. predvidanja vrednosti Y koje

odgovaraju vrednostima X blizu F ru pourdanrja nego predvidanja vrednosti Y koje odgovaraju

vrednostima X udaljenijim od X . Drugim redima, Sto viSe rizikujemo sa predvidanjima napustajuii raspon

na5eg iskustva, prognoza je manje realna.

Zakljuiak

Rezultati dobijeni ekonometnjskim istraZivanjima mogu korisno posluZiti za testiranje vaLeclh zakonitosti

ekonomske teorije, ali i za predvidanje buducih vrednosti ekonomskih varijabli Sto moZe biti od ogronmog

zna(ajapri donoSenju vaZnih odluka iz oblasti ekonomske politike.
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