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DUALNE MERE RIZIKA

Sazetak: Rad je posvecen analizi ponasanja dualnih mera rizika poput TVaR-a, srednjeg apsolutnog
odstupanja od kvantila i odsecka Dinijeve srednje razlike, i njibovoj konzistentnosti sa modelima ocekivani
prinos/rizik, koristedi istorijske podatke o cenama tri akcije sa americkog berzanskog trista.

Kljucne reéi: drugostepena stobasticka dominacija, TVaR, srednje apsolutno odstupanje od kvantila i
odsecak Dinijeve srednje razlike.

DUAL RISK MEASURES

Abstract: The purpose of this paper is to demonstrate behavior of dual risk measures, such as, Tail VaR
(TVaR), Mean absolute deviation from a quantile and Tail Gini's mean difference and their consistency
with mean-risk models, using bistorical prices for three US stocks.

Key words: second order stochastic dominance, Tail VaR (TVaR), Mean absolute deviation from a
quantile, Tl Gini’s mean difference.
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U praksi se najée$ée koriste dva pristupa u izboru optimalnog portfolia, prvi se zasniva na
maksimizaciji funkcije o¢ekivane korisnosti, koja je konkavna i monotono neopadajuca,
ispoljavajudi investitorovu averziju prema riziku i ¢injenicu da preferira vecu zaradu, $to
odgovara drugostepenoj stohastickoj dominaciji. Drugi pristup je zasnovan na poznatom
modelu oekivani prinos/rizik. U opStem slu¢aju ova dva modela nisu konzistentna (De

Giorgi, 2005).

Definicija 1. Slaba relacija drugostepene stohasticke dominacije, u oznaci * ), definise
se sa:

XiSSDYC:)F)(f)(ﬂ)SFy(z)(?]) zasve neR,

gdeje F) dato sa:

* Mr Sanja Londar, asistent, Visoka poslovna skola strukovnih studija, Novi Sad, e-mail: sanja.lonchar@
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F je funkcija raspodela verovatnoca slucajne promenljive X:

Fy(n)=P(X<n)zaneR.

Grafik funkcije F”) naziva se dijagram ishod/rizik. N{cnc asimptote se seku u tacki
( Uy, ) U slucaJu deterministi¢kih ishoda, grafik F se podudara sa asimptotama,
tj. vazi:

F{ ()= max(n - u,,0),

dok se bilo koji neizvesni ishod sa istom ocekivanom vredno$éu g, nalazi iznad, ili na
asimptotama (Slika 1).
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PRIMARNI PROSTOR DISFERELIE
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Slika 1. Dijagram ishod/rizik i primarni prostor disperzije

Prostor izmedu krive )gn,F ) (77)), n € R i njenih asimptota predstavlja disperziju
slu¢ajne promenljive X u poredenju sa deterministickim ishodom istog matemati¢kog
otckivanja u, 1 naziva se primarni prostor disperzije i predstavlja rizi¢nost
nedeterministickih ishoda.

1. KONZISTENCIJA SA SSD

Kako u opstem slucaju primena SSD pravila u praksi, nije jednostavan postupak
(Ogryczak Ruszinsky, 2002), buduc1 da zahteva poredenje parova funkcija raspodela
verovatnoéa, odnosno funkcija F\”, Ogryczak i Ruszmsky u svom radu iz 2002.
polaze od modela oc¢ekivani prinos/rizik koji ¢e im omoguéiti izvodenje zakljucka da
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li je raspodela ishoda dominirana ili ne. Shodno tome, unose definiciju konzistentnosti
modela oéekivani prinos/rizik sa SSD relacijom:

Definicija 2. Model o¢ekivani prinos/rizik (1,7, ) je konzistentan sa SSD ako vazi
sledeca relacija:

XtV = py2p, 11y <ny,

gde je r, neki nenegativni funkcional koji odgovara riziku, a u, matematicko
ocekivanje slu¢ajne promenljive X.

Poznatojedavazi X + o, ¥ = gy 2 p, (Levy, 1992),alida X £ Y = r, <py,
nije ta¢no za neke mere rizika, npr. za varijansu.

Kako neke opsteprihvaéene mere rizika nisu konzistentne sa SSD i posto se u modelu
oc¢ekivani prinos/rizik vr$i maksimizacija skalarne funkcije, p, —Ar, , gdeje A trade-
off koeficijent, uvodi se slabiji uslov konzistencije (Ogryczak, Ruszinsky, 2001):

Definicija 3. Kazemo da je model oéekivani prinos/rizik (4,7, ) o-konzistentan sa
SSD, gde je >0, ako je sledeéa relacija ta¢na:

Xty Y = uy—ary 2 pu, —ar,.

Jasno je da iz konzistencije sledi a-konzistencija, ali takode vazi i tvrdenje: iz
a-konzistencije sledi A-konzistencija, zasve 0< A<«

2. DUALNE PROSTOR DISPERZIJE
Definicija 4. Funkcija kvantila F{? :R — R U {~o0,00} definisana sa:

FONp)=[FI) (a)da, pe(0,1]

Sy

gdeje FU (p):inf{n:FX (77)21)}, pe(0.1].

Sada sc funkcija kvantila F!® moze posmatrati na novi nadin: ncka je
pL(0,1) i pretpostavimo da postoji 1M, takvo da je P{X <n}=p. Tada, vazi
F) (p)=pE(X|X <n) $to nam daje bolji uvid u samu funkciju ali ne moze biti
definicija, jer ne mora uvek postojati takvo n, daje P{X <n}=p.

SKOLA BIZNISA



128 | DUALNE MERE RIZIKA

Slika 2. Dijagram apsolutne Lorencove krive i dualni prostor disperzije slu¢ajne
promenljive sa normalnom raspodelom

Polaze¢i od Definicije 1 i Definicije 4, uvodimo ekvwalencqu izmedu relacije
drugostepene stohastitke dominacije i funkcije kvantila F{

Teorema 1. XiSSD Y& F)({z)(p)ZFy(fz)(p) ,p[0.1].

Grafik F ) se naziva dij ijagram apso[utne Lorencove krive. Graficka i 1nterpretac1ja (Slika

2) daje dodatm uvid u svojstva F\ ) : za bilo koji neizvesni ishod X njena apsolutna
Lorencova kriva F; (-2) je neprekldna konveksna kriva koja povezuje tacke (0,0) i
(Lay ), gde determmlstiéki ishod sa istim o¢ekivanjem odgovara tetivi krive koja spaja
gore pomenute tacke.

(-2)

To znati da je prostor izmedu krive " i njene tetive povezan sa rizikom neizvesnog
ishoda X u poredenju sa deterministickim ishodom. Taj prostor se naziva dualni
prostor disperzije. Veli¢ina i oblik ovog prostora daje potpuni opis rizi¢nosti X. Jedan od
parametara koji opisuje dualni prostor disperzije je njegov vertikalni dijametar, koji se
definise na slededi nacin:

Definicija 5. Vertikalni dijametar prostora dualne disperzije je dat sa:
h (p)=mep—Fy 7 (p),
gdeje u, matematicko olekivanje slu¢ajne promenljive X.
Lako se dokazuje da za svako p € (O, 1) ,
hy (p) = rcfneiﬁrgE{max(p(X - f),(l —p)(§ - X))} ,
a minimum se dostize u svakom p-kvantilu.
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3. DUALNE MERE RIZIKA

U ovom delu ¢emo se upoznat sa nekim merama rizika, kao $to su ~TVaR, srednje
apsolutno odstupanje od kvantila i odse¢ak Dinijeve srednje razlike.

3.1. TVaR

Relacija u teoremi 1 moze se zapisat(i i u obliku: :
2 2
F(p) FC (p)

Xt , Yo , pe(0,1],
p p
te se uvodi mera sigurnosti TVaR definisana sa:
F(—Z)
TvaR, (p) =2 (2).

Samim tim —TVaR , je mera rizika i vaZi slede¢e tvrdenje:

Teorema 2. Model o&ckivani prinos/rizik je (u,,—~TVaR ) konzistentan sa SSD
relacijom.

Ako se iskoristi relacija F )({2) (p)=pE(X| X <n), TVaR dobija novi oblik:
TVaR , (F, (7))=E(X|X <n).

Funkcija TVaR; :(0,1] >R je neopadajuéa, neprekidna i TVaR, (1)=pu, . Za
svako p €(0,1) odgovaraju¢a TVaR vrednost moze se izratunati, kao:

TVaR, (p)=E(X) —rgniH%E{max[(X— 6172 (e - X)D .
< p
Gornja formula se mozZe napisati i u obliku:
TVaR, (p)= rglee%[f —%E{max(o,f —X)}] .

Gornji izraz zajedno sa definicijom za CVaR (Pflug, 2000):
. 1
CVaR (p) = ég£[§ +EE{max(0,X —5)}} ,

daje mogu¢nost da uspostavimo vezu izmedu TVaR-a i CVaR-a za sluajnu promenljivu
prinosa X neke investicije:

CVaR_, (1-p)=-TVaR, (p)

TVaR je poznat i kao CVaR (Rockafellar, Uryasev, 2000), AVaR (Pflug, Romisch, 2007)
i o¢ekivani deficit. Veza izmedu CVaR i TVaR nam govori, da nema sustinske razlike
izmedu gore definisanih veli¢ina TVaRiCVaR, ve¢jerazlikasamou pristupu: uobicajeno
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je da se CVaR rauna za slu¢ajnu promenljivu gubitka za nivoe poverenja 90%, 95% i
99%. Dok se T VaR rac¢una sa nivoom poverenja 1%, 5% i 10% za promenljivu prinosa.
Jasno je da ako sa X ozna¢imo promenljivu prinosa, onda je —X sluajna promenljiva

gubitka.

Za slu¢ajnu promenljivu gubitka CVaR je sredina desnog (1— p) odsecka distribucije.
On nam daje informaciju o tome koliko mozemo da ocekujemo da ¢emo izgubiti
ukoliko se sa verovatno¢om p realizovao ,lo§“ dogadaj.

3.2. SREDNJE APSOLUTNO ODSTUPANJE OD KVANTILA

Srednje odstupanje od kvantila je mera rizika definisana pomo¢u dijametra dualnog
prostora disperzije i vazi slede¢a teorema:

Teorema 3. Za svako p €(0,1) model occkivani prinos/ rizik( tyshy (P) / p), gde
je hy(p) vertikalni dijametar dualnog prostora disperzije, je I-konzistentan sa SSD
relacijom.

3.3. ODSECAK DINIJEVE SREDNJE RAZLIKE

Binijevu srednju razliku, kao meru rizika u modelu o¢ekivani prinos —rizik, prvi put
je uveo Yitzhaki, 1982. godine. U cilju modeliranja averzije prema riziku da ostvareni
prinos bude ispod ocekivanog (eng. downside risk), umesto Dinijeve srednje razlike
Ogryczak i Ruszezynski, u radovima iz 2001. i 2002, uvode odse¢ak Dinijeve srednje
razlike.

Definicija 6. Za p €(0,1] definiSemo meru rizika kao odse¢ak Dinijeve srednje razlike
Slika 3): 2 ¢ ~
(Slika 3) GX(p)zyj(yXa—F)gz)(a))da
0 .

Slika 3. Odsecak Dinijeve srednje razlike
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Teorema 4. Zasvako pe(0,1] X+, Y= u, —G,(p)=u, —G,(p).

Naosnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo daje Dinijevasrednje razlike /-konzistentna

sa SSD.

4. NUMERICKI REZULTATI

U ovom radu posmatrali smo dnevne prilagodene cene akcija na zatvaranju za tri akcije
kompanija Precision Castparts Corporation, Fastenal Company i Genworth Financial Inc.
Common §, &iji su tiker simboli redom: PCP, FAST i GNW, u periodu od 23. maja
2011. do 18. novembra 2011. Podaci su preuzeti sa sajta: http://finance.yahoo.com/.

Prinos je ra¢unat po formuli :
P P

_ ij+ - tij

i~ p ’

ij
gde je P; cena i-te akcije na pocetku j-tog perioda. Buduci da posmatramo istorijske
podatke, pretpostavljamo da je svaka od # realizacija stope prinosa investicije 7 jednako
verovatna, pa empirijska raspodela ima oblik:

l/;'l ’/}2 b ’;’n
l/; : b
Pia Pix - Pin
gde je pi;=—,anje broj zapaZzanja. Mere rizika su ratunate na slededi nadin, pri ¢emu
n
je kori$¢eno p=0,05:

TVaR(CVaR):

+ 1< +
TVaR , (p)=q; (p) —;ZmaX{O,qX (p)-x}
i=l1

gdeje gy (p) desnip-kvanil.
CVaR_, (1-p)=-TVaR, (p).

Srednje apsolutno odstupanje od kvantila:

M) LS e (s a3 ()1 ) (7))} -

Odsecak Dinijeve srednje razlike:
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gde je integral aproksimiran pomo¢u slozene trapezne formule tj. za dato p postoji £

takvo da je L3 <p< . Posmatramo podelu intervala [0, p] na & +1 podintervala

n n
utatkama 7, =—, i1=0,1,...,k i 7,,, = p . Iz trapezne formule sledi:

[ (1)d =3 5= () =z, )

Koristedi algoritam za utvrdivanje drugostepene stohasti¢ke dominacije (Levy, 2008),
dobijamo da akcija sa tiker simbolom FAST dominira akciju PCP na osnovu pravila
o drugostepenoj stohastitkoj dominacig‘i, takode akcija PCP dominira GNW po SSD
pravilu, 3to se vidi i sa slike funkcije ") (Slika 4).

F
1 T T T
0.8 .
—— f(
06k — PCP i
GNW
0.4 -
0.2 -
0 1 1 1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
g
0.12 T T T T
01y ——— FAST N
0.08F —PCP _
GNW
0.06 _
0.04 -
0.02 -
0 1 L 1 1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Slika 4. Funkcija raspodela verovatnoéa (F) i funkcija F za slu¢ajne promenljive

prinosa akcija sa tiker simbolima FAST, PCP i GNW
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Tabela 1. Matematicko oéekivanje, varijansa i neke dualne mere rizika

Matematick Srefi'lnt]e Odsecak
av en.1a 1(:‘ ° Varijansa -TVaR apsofu flo Dinijeve srednje
ocekivanje odstupanje od .
. razlike
kvantila

FAST 0,0020 5,4252-10" 0,0498 0,0518 0,0573
PCP 0,0006 5,3099-10" 0,0542 0,0548 0,0625

GNW -0,0033 0,0028 0,1137 0,1104 0,1252

ZAKLJUCAK

Iz prilozenih primera se vidi, iako FAST dominira PCP, da je varijansa slu¢ajne
promenljive prinosa akcije FAST veéa od varijanse prinosa slucajne promenljive PCP,
¢ime je ilustrovana nekonzistentnost ove mere rizika sa SSD pravilom, s druge strane
dualne mere rizika —T VaR, srednje apsolutno odstupanje od kvantila i odse¢ak Dinijeve
srednje razlike, u potpunosti opisuju njihov medusobni odnos po pravilu drugostepene
stohasti¢ke dominacije.
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