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IZRACUNAVANJE METRICKIH
KARAKTERISTIKA REDOVA CEKANJA

Sazetak: Pod metrickim karakteristikama redova cekanja podrazumevamo proseéan broj musterija
prisutnibh u sistemu (redu za pruganje usluge, procesu pruzanja usluge), kao i prosecno vreme koje
mausterija provede u sistemu (redu za pruganje usluge, procesu pruzanja usluge). U radu su, za konkretne
modele redova cekanja, prikazane metricke karakteristike u zavisnosti od parametara koji predstavljaju
prosecnu brzinu pristizanja musterija u sistem, kao i prosecnu brzinu usluZivanja musterija.

Kljucne redi: redovi cckanja, metricke karakteristike redova cekanja, prosecan broj musterija, prosecno
vreme (ekanja

CALCULATION OF THE QUEUING
METRIC CHARACTERISTICS

Abstract: By quening metric characteristics we mean the average number of customers in system (quening,
the service process), as well as the average waiting time of customer in system (quening, the service process).
Inthis paper, for concrete quening models, the metric characteristics depending on parametars that represent
the average customer arrival rate in system, as well as the average customer service rate are presented.

Key words: quening, quening metric characteristics, average number of customers, average waiting time

1. uvoD

Jedna od najvaznijih primena teorije slu¢ajnih procesa jeste predvidanje optere¢enosti
sistema, mereno ka$njenjima u procesu pruzanja usluge, pri ¢emu su ka$njenja
prouzrokovana ¢ekanjem musterija u redu. Klijenti pristigli u banku, gledaoci na
bioskopsku blagajnu karata, kupci na naplatnu kasu u supermarketu, vozaéi na parking
automobila itd., mogu ¢ekanje u redu za pruzanje usluge smatrati gubljenjem vremena.
Ponavljana i suvi$na zadrZavanja u redu mogla bi, u krajnjem slucaju, za posledicu
imati gubitak musterija. U tom smislu zanimljiv je i primer koji se moze videti u First
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Hawaiian Bank, inale jednoj od najve¢ih banaka americke drzave Havaji. Naime, u svim
ckspoziturama te banke na posterima se moze videti slika nasmejane $alterske sluzbenice
iupadljiv naslov: , Ako u redu ¢ekate duze od 5 minuta, bi¢e vam isplaéeno 20$. Kratko
ijasno. Zaista, ukoliko ste ¢ekali duze od pet minuta, nasmejana sluzbenica pruzi¢e vam
novu i sjajnu nov¢anicu od dvadeset dolara. Ona to ¢ini bez pogovora, a da vi ni re¢ niste
progovorili.

Inade, musterije ne moraju biti fizicki prisutne na mestu pruzanja usluge da bi doslo
do pojave ¢ekanja u redu. Naime, redovi ¢ekanja se mogu formirati putem telefonskih
poziva, npr. prilikom narudzbi kataloskih proizvoda, poziva taksi sluzbe, ili poziva
korisnickih servisa za softversku podrsku, recimo korisnickih servisa mobilne telefonije.
Takode, mnogi ljudi svoje poslove obavljaju preko Interneta, pri ¢emu se u ovom
sluaju dugi redovi javljaju kao posledica usporenog pristupa odredenom sajtu usled
preoptere¢enosti servera.

Ispituju¢i matematicke modele redova ¢ekanja, u moguénosti smo da damo odgovore
na pitanja kao $to su:

o Koji deo vremena je svaki server neiskori$¢en?

o Koji je ocekivani broj musterija prisutnih u redu?

o Koje je o¢ekivano vreme koje ¢e musterija provesti ¢ekajudi u redu?
o Koja je raspodela verovatnode broja musterija prisutnih u redu?

o Koja je raspodela verovatnoée musterijinog vremena provedenog ¢ekajuéi u
redu?

o Ako menadZer banke Zeli da obezbedi da samo 1% od svih musterija mora
da ¢eka na pruzanje usluge duze od 5 minuta, koliko blagajnika bi trebalo
zaposliti?

Organizacije dizajniraju sopstvene redove ¢ekanja razmatrajuéi posledice postojanja
musterija koje ¢ekaju u redu, nasuprot troskovima povecanja servisnih kapaciteta.
Teorija redova ¢ekanja, ¢iji zaceci datiraju iz prvih godina proslog veka, pruza mnostvo
analitikih modela, koji u kombinaciji sa metodama optimizacije, mogu olaksati
donosenje odluka u tom praveu.

2. MATEMATICKI MODELI REDOVA CEKANJA

Da bi opisali redove ¢ekanja u odredenom sistemu, moramo najpre precizirati ulazne i
izlazne procese. Neki od primera ulaznih i izlaznih procesa su dati u Tabeli 1.
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Tabela 1. Primeri ulaznih i izlaznih procesa

Sistem Ulazni proces Izlazni proces

Banka Klijjenti pristizu u banku Blagajnici usluzuju klijente

Avioni pristizu u vazdusni prostor

Aerodrom Avioni sle¢u na acrodromsku pistu
oko aerodroma
Bolnica Pacijenti pristizu u bolnicu Doktori pregledaju pacijente
Dispecerska Dispeceri Salju slobodno vozilo na

Pristizu telefonski pozivi za vozilo

taksi sluzba trazenu adresu

Ulazni proces se obi¢no naziva proces pristizanja (musterija). U svim modelima koje
ispitujemo, pretpostavljamo da se u svakom datom vremenskom trenutku moze pojaviti
najvie jedna musterija. Takode, pretpostavljamo da na proces pristizanja ne utice broj
musterija trenutno prisutnih u sistemu. U kontekstu banke to bi znacilo da, bez obzira
da li je u banci prisutno 500 ili 5 ljudi, proces pristizanja ostaje nepromenjen. U tom
slu¢aju ovaj proces opisujemo navodeéi raspodelu verovatnoée vremena proteklog
izmedu sukcesivnih pristizanja musterija.

Za opisivanje izlaznog procesa, koji se ¢esto naziva proces pruzanja usluge, navodimo
raspodelu verovatnoée vremena potrebnog za usluzivanje musterije. U veéini slucajeva
pretpostavljamo da taraspodela ne zavisi od broja musterija trenutno prisutnih u sistemu.
Ovo implicira, na primer, da server nece raditi brze ukoliko se pove¢ava broj musterija u
sistemu. Inade, razlikujemo dva uredenja servera: serveri povezani u paralelnu vezu i oni
povezani u rednu vezu. U prvom slucaju, svi serveri obezbeduju isti tip usluge, a da bi
musterija kompletirala uslugu dovoljno je da bude usluzen samo od jednog (bilo kojeg)
servera. Na primer, blagajnici u bankama su povezani u paralelnu vezu i svaki blagajnik
moze da pruzi zeljenu uslugu. U drugom slu¢aju, musterija mora da bude usluzena od
strane svih servera da bi kompletirala uslugu. Fabrika za proizvodnju automobila je
primer jednog takvog sistema, gde se automobil montira na svakoj od fabri¢kih traka.

Da bi u potpunosti opisali sisteme koje ¢éemo proucavati, moramo takode da opiSemo
redosled usluZivanja musterija u odnosu na momenat pristizanja u sistem. Najéesée
kori$¢eni poredak usluzivanja musterija je FCFS poredak (ﬁrst come, first served), kod
kojeg se musterije usluzuju po redosledu pristizanja. Kod LCFS poretka (last come,
first served) musterija koja je poslednja pristigla se prvo usluzuje. Ako izlazenje iz lifta
posmatramo kao pruzanje usluge, onda lift pun ljudi ilustruje LCES poredak. Medutim,
ponekad redosled u kojem musterije pristizu u sistem ne uti¢e na redosled usluZivanja. To
bi bio slu¢aj ako bi naredni kandidat za usluZivanje bio slu¢ajno izabran od strane onih
musterija koje ¢ekaju u redu na pruzanje usluge. Takav poredak usluZivanja je poznat
kao SIRO poredak (service in random order). U situacijama kada nije bitno precizirati
redosled usluzivanja musterija, radi se o GD poretku (general quene discipline), to je
poredak koji razmatramo u svim modelima koje ispitujemo.
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Kona¢no, spomenimo i poretke prioriteta. Kod ovih poredaka svaka pristigla musterija
se klasifikuje u jednu od nekoliko kategorija. Pri tome je svakoj kategoriji dodeljen nivo
prioriteta, i unutar svakog nivoa prioriteta musterije se usluzuju po FCFS poretku.
Poreci prioriteta se ¢esto koriste u hitnoj pomodi, za odredivanje redosleda u kojem ¢e
pristigli pacijenti primiti lekarsku pomo¢.

Neka broj musterija prisutnih u sistemu u vremenskom trenutku # bude stanje sistema u
tom trenutku. Za ¢ = 0, stanje sistema bi¢e jednako broju musterija inicijalno prisutnih u
sistemu. Od velikog interesa za nas je veli¢ina P, ( ) koja predstavlja verovatnocu da ¢e
j musterija biti prisutno u sistemu u vremenskom trenutku ¢, ako je u trenutku # = 0 bilo
prisutno i musterija. Inade, proizilazi da ¢e za vedinu sistema u kojima figuri$u redovi
cekan;a veli¢ina P, ( ) , za veliko #, teziti ka 7 , koje je nezavisno od inicijalnog stanJa
i. U nadoj termmologlp velitinu 77, spommjemo kao ravnomerno stanje ili ravnoteznu
verovatnodu stanja .

Za sisteme o kojima ¢emo diskutovati, T, moze biti posmatrano kao verovatno¢a
da ¢e u daljoj buduénosti u sistemu biti prlsutno j musterija. Alternativno, 7r; moze
biti posmatrano kao deo vremena (u daljoj buduénosti) u kome je u sistemu prlsutno

j musterija. Takode, za ve¢inu sistema vrednost Pl./. (l‘ ) ¢e zavisiti od 4, tj. broja musterija

inicijalno prisutnih u sistemu. Na pitanje — Koliko veliko t mora biti pre nego sto je
ravnomerno stanje aproksimativno dostignuto? — tesko je odgovoriti. Iz tog razloga, u
svim analizama redova ¢ekanja pretpostavi¢emo da je ravnomerno stanje prethodno

dostignuto. To nam dopusta da baratamo sa veli¢éinama 7, umesto sa £, (l‘ ) .
Ukoliko definisemo da ravnomerno stanje 7, bude jednako sa llmP (?), tada ée za
ravnotezna stanja vaziti relacija:
T, =70C;0j=12,... (1)

pri ¢emu je:
A A
- >

.l

dok A, i u, predstavljaju brzinu pristizanja musterlja u sistem, odnosno brzinu usluzivanja
mustcrlja 'redom, u situaciji kada je u sistemu ve¢ prisutno j musterija.

Koristeéi ¢injenicu da u bilo kom vremenskom trenutku sistem mora biti u nekom

stanju, proizilazi:
o0
Z ;=

.. . =0
pa dobijamo izraz za 7,,:

7y
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Na kraju, koristedi relaciju (1) i prethodnu jednakost mozemo izracunati i ostala
ravnomerna stanja 7y, 77, ..

2.1. KENDALOVA NOTACIJA ZA REDOVE CEKANJA

Da bi opisao sisteme u kojima se javljaju redovi ¢ekanja, Kendal je predlozio slede¢u
notaciju. Naime, svaki takav sistem je opisan sa Sest karakteristika:

1/2/3/4/5/6.

Prva karakeristika se odnosi na prirodu procesa pristizanja i pri tome su uvedene sledeée
skraéenice:

M - Slu¢ajne promenljive koje opisuju vreme proteklo izmedu sukcesivnih
pristizanja musterija su nezavisne, identi¢ki distribuirane (iid) slu¢ajne promenljive sa
cksponencijalnom raspodelom.

Druga karakeeristika se odnosi na prirodu procesa pruzanja usluge:

M - Slu¢ajne promenljive koje opisuju vreme potrebno za usluzivanje musterija su iid
slu¢ajne promenljive sa eksponencijalnom raspodelom.

Trec¢a karakeeristika je broj paralelno povezanih servera.
Cetvrta karakteristika opisuje redosled usluZivanja musterija:
ECFS = first come, first served;
LCES = last come, first served;
SIRO

service in vandom order;
GD = general queue discipline.

Peta karakeeristika precizira maksimalno dopusten broj musterija u sistemu (ukljucujuéi
musterije koje ¢ekaju u redu kao i one koje su u procesu pruzanja usluge).

Na kraju, $esta karakteristika nam daje veli¢inu populacije iz koje musterije pristizu.
U mnogim vaznim modelima 4/5/6 je GD/oo/c0, pa je u tim slucajevima 4/5/6
izostavljeno.

2.2. M/M/1/GD/ e /o REDOVI CEKANJA
Kod M /M / 1/ GD /oo / oo redova ¢ekanja, vreme proteklo izmedu sukeesivnih

pristizanjamusterijakaoivremejedinogservera potrebnoza pruzanje usluge, modeliramo
slu¢ajnim promenljivama sa eksponencijalnom raspodelom (pretpostavljamo da je
brzina pristizanja musterija A, a brzina pruzanja usluge servera g). Sistemi kod kojih su
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prisutni ovakvi redovi ¢ekanja, mogu biti modelirani kao procesi radanja/umiranja, pri
¢emu su odgovarajuéi parametri:

L=AG=012.)

;= p(G=123,.).

U ovom slucaju jednakost za ravnotezne verovatnoce 7, ,j = 1,2,... ima oblik:

A
= u
Ukoliko definiS$emo p =—, onda p predstavlja deo vremena u kome je server zauzet.

Iz tog razloga veli¢inu p zovemo iskori$éenost servera. Uz pretpostavku 0 < p <1,
jednostavnim izra¢unavanjem dobijamo:

T, =1-p,
kao i:
7, =p' (1-p).

Inace, ukoliko je p > 1, tj. ukoliko je brzina pristizanja musterija A najmanje jednaka
brzini pruzanja usluge #, onda verovatnoée ravnoteznih stanja neée postojati. Zato
u daljoj analizi pretpostavljamo da je zadovoljen uslov p < 1, koji nam obezbeduje
postojanje verovatnoca ravnoteznih stanja.

U nastavku rada se bavimo izraunavanjem metrickih karakteristika ovog sistema kao
$to su:

L = prose¢an broj musterija prisutnih u sistemu,
Lq = prosecan broj musterija koje ¢ekaju u redu,

L = prosecan broj musterija u procesu pruzanja usluge,

S

= prose¢no vreme koje musterija provede boravedi u sistemu,
PVq = prose¢no vreme koje musterija provede ¢ekajuéi u redu,
W = prose¢no vreme koje musterija provede u procesu pruzanja usluge.

Pretpostavljajuéi da je ravnotezno stanje dostignuto, prose¢an broj musterija prisutnih
u sistemu (L) je dat sa:

L=) jo.=—=——.
12(; l-p u-4

SKOLA BIZNISA



Milo$ JapundZi¢, Ivan Pavkov | 141

Sto se tice prose¢nog broja musterija koje ¢ekaju u redu L , mozemo primetiti da, ako je
sistem prazan ili je samo jedna musterija prisutna, niko ne ¢eka u redu. Sa druge strane,
ukoliko je u sistemu prisutno j musterija (j > 1), tada ta¢no j —1 musterija ¢eka u redu.
Prema tome, ako je ravnotezno stanje dostignuto, imamo:

0 2 12

L= (-hr,=L—- .
q J 1— _ 2{

= P HH

Takode, na sli¢an na¢in dobijamo i izraz za prose¢an broj musterija u procesu pruzanja

usluge L, :

L =0r,+1(m, +7m,+..)=p.

Budué¢i da svaka musterija koja je prisutna u sistemu ili ¢eka u redu, ili je u procesu
pruzanja usluge, za sve redove ¢ekanja (ne samo M / M / 1/ GD / oo / o) vazi

L=L +L,.

Ostale metricke karakreristike sistema W, W i W, se dobijaju koris¢enjem sledece
teoreme:

Teorema: Za sve redove ¢ekanja u kojima postoje raspodele ravnoteznih stanja, vaze
sledece relacije:

L=AW

L, = /1Wq
L =W..

Na taj natin dobijamo:
w1
H—A
u(pu—A4)
—

Posto je vreme koje musterija provede u sistemu jednako vremenu provedenom u redu
uvecanim za vreme usluZivanja, za sve redove ¢ekanja vazi relacija: W = W; +W..
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2.3. M/M/1/GD/C/e REDOVI CEKANJA

Najpre primetimo da su ovi redovi ¢ekanja u stvariM / M / 1/ GD / o0 / oo redovi sa
kapacitetom od ¢ musterija, pri ¢emu postoji izuzetak — kada je u tom sistemu prisutno
tacno ¢ musterija, sva pristizanja musterija u sistem bivaju zaustavljena, a te musterije
izgubljene za sistem. Prema tome, i ovaj sistem moze biti modeliran kao proces radanja/
umiranja, pri ¢emu su u ovom slucaju odgovarajuéi parametri:

A,=2

A =0

ty =0

H,=H
(/:O,l,...,C-l)

(j=12,..0)

Bududidaje 4. =0, stanje sistema nikada nece biti ¢ + 1. Kao u prethodnom sluéaju,
sada pretpostavljajuéi da je p # 1, ravnotezne verovatnoce su date sa:

l-p
1_ c+l1

o)

72'0:

7, =p 7wy (= 12,0)
7, =0 (j=ctlct2,.).

Kombinujudi ove jednakosti sa ¢injenicom da je sada L = Z jﬂj , dobijamo:

=0
B p[l—(c+1)p0+cp0*lj

(1 pc+1 )(1 p)

Ukoliko Je £ =1, tada za sve ¢; u jednakosti (1) vazi: ¢;=1, pa sve ravnoteine
verovatnoée 77, moraju biti Jednake Sa druge strane, s obzirom da sistem moze biti u
jednom od ¢ + 1 stanja (0,1,2,...c), proizilazi:

1
7= (=012..0),
S| i=
kao i:

=%
2
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Sli¢no kaokod M /M / 1/ GD / oo / oo redova ¢ekanja imamo:
L =0r,+l(m, +7,+..4+7,)=p,
a L, mozemo odrediti iz relacije L, =L —L,.

Odredivanje veli¢ina /i I se u ovom sluc¢aju donekle razlikuje nego kod M / M /
1/ GD / oo / o redova. Naime, kod sistema sa takvim redovima 2, koja se pojavljuje
u teoremi, predstavlja prose¢an broj musterija po jedinici vremena koje pristignu u
sistem. Medutim, kod sistema sa kona¢nim kapacitetom musterija, A takode predstavlja
prosecan broj musterija po jedinici vremena, ali 477, 0d tih musterija zati¢e sistem
popunjen i odlazi. Prema tome, prose¢no A — A7, = A(1—7,) musterija po jedinici
vremena e u stvari pristi¢i u sistem. Kombinujuéi ovu ¢injenicu sa teoremom dobijamo:

wo_ Lt

Al-7.)
oot
A=z
WLt
C T (-7

Na kraju, primetimo da ¢ezaM /M / 1/ GD / ¢/ oo redove ¢ekanja ravnotezna stanja
postojati ¢ak i ukoliko je p >1. To sledi iz ¢injenice da kona¢ni kapacitet sistema
kontroli$e nagomilavanje musterija prisutnih u sistemu.
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