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SaZetak: Tradicionalno, ekonomski modeli su zasnovani na klasicnoj matematici utemeljenoj na
aristotelovskoj dvoelementnoj logici. Sa pojavom fazi matematike, kao sredstva za modeliranje
pojava koje su proZete neodredenoscu i nekompletnoscu, stvara se mnogo adekvatniji okvir za
modeliranje ekonomskih pojava. Novi koncept je rezultirao pojavom pribliZnog rezonovanja i
fazi sistema kontrole koji su se pokazali kao efikasno sredstvo pri donosenju odluka u uslovima
neodredenosti.
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USING FUZZY MATHEMATICS FOR DECISION
MAKING IN ECONOMICS

Abstract: Traditionally, economic models are based on classical mathematics and Aristotelian
two-valued logic. Nevertheless, fuzzy mathematics, as a tool for modeling some types of
uncertainties and incomplete phenomena, is a more appropriate framework for modeling in
economics. New approach has resulted in approximate reasoning and fuzzy control systems,
which proved to be an efficient tool for decision making in fuzzy enviroment.
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Uloga fazi skupa u modeliranju neodredenosti

Tradicionalno, ekonomski modeli su zasnovani na klasi¢noj matematici utemeljenoj na
aristotelovskoj dvoelementnoj logici. U aristotelovskom konceptu, odredeni element ili
pripada ili ne pripada nekom skupu, treCe moguénosti nema. Medutim, ovakav
egzaktan pristup nepodesan je za modeliranje pojava koje su prozete neodredenoscu.
Poznat je Wang-ov paradoks: Ako je x mali broj, onda je to i x+1. Ako je x+1 mali
broj, onda je to i (x+1)+1. Tako dolazimo do zakljucka da je i pet biliona mali broj,
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kao i beskonacnost. Resenje koje je mogla da ponudi klasicna matematika bilo bi da se
odabere proizvoljna, ali jasna granica izmedu skupa malih i velikih brojeva.

Pojam fazi skupa, potpuno suprotan pojmu tradicionalnog aristotelovskog skupa, uvodi
Zadeh 1965. godine. Ovim konceptom se dopus$ta nijansiranje stepena pripadnosti
elementa odredenom skupu, tj. svakom elementu pridruZzujemo realan broj kao
indikator stepena pripadanja tog elementa skupu. Drugim re¢ima, fazi skup definisemo
na slede¢i nacin:

A:{(x,yA(x)),XGX},

pri ¢emu je funkcija pripadanja ,uA(X), 0< yA(X) <1, gde je X univerzalni skup

elemenata. Jasno, ako element ne pripada skupu A — vrednost funkcije pripadanja
pridruZzene tom elementu je 0, a ako pripada — vrednost je 1. Medutim, za sve druge
vrednosti funkcije pripadanja razlicite od 0 i 1 postize se nijansiranje stepena
pripadanja odredenog elementa fazi skupu.

Posmatrajmo fazi skup realnih brojeva bliskih broju 5, ¢ija je funkcija pripadanja
prikazana na Slici 1. Jasno, broj 5 pripada ovom fazi skupu sa funkcijom pripadanja 1,
a svi drugi brojevi iz intervala (0,10) imaju funkciju pripadanja izmedu 0 i 1. Funkcija
pripadanja je simetri¢na u odnosu na pravu X=5, §to je logicno jer, recimo, brojeve 41 6
smatramo jednako bliskim broju 5. Brojevi izvan intervala (0,10) smatraju se
nedvosmisleno udaljenim od broja 5 i dodeljuje im se 0 kao vrednost funkcije
pripadanja.
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Slika 1.Funkcija pripadanja fazi skupa realnih brojeva bliskih broju 5
Izvor: https://wiki.umn.edu.
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Fazi skupovi, ili rasplinuti skupovi, su ucinili mogué¢im modeliranje razli¢itih tipova
neodredenosti, razli¢ite od slucajne neodredenosti. Naime, fazi konceptom
neodredenost se inkorporira u samu definiciju modela, Sto model Cini realnijim, a
samim tim i pogodnim okvirom za ljudsko rezonovanje.

Fazi reSenje Wang-ovog paradoksa bilo bi da se odredi gornja granica g do koje se
brojevi smatraju nedvosmisleno malim i ti brojevi bi pripadali skupu malih brojeva sa
funkcijom pripadanja 1, a skupu velikih brojeva sa funkcijom pripadanja 0. Dalje bi, za
svaki element veci od g, tj. g+1, (g+1)+1itd., funkcija pripadanja skupu malih brojeva
linearno opadala, a funkcija pripadanja skupu velikih brojeva linearno rasla i dostizala
vrednost 1 za najmanji prirodan broj koji bismo smatrali nedvosmisleno velikim
brojem. Ovakvim fazi pristupom, umesto ostre klasicne granice, uspostavljamo
»prelazni pojas“ izmedu skupa malih i velikih brojeva. Metaforicki receno, dopustamo
svaku nijansu sive izmedu crne i bele boje.

Ekonomske odluke se donose u promenljivom okruzenju, gde je neodredenost
uslovljena nepoznavanjem sistema u celini. Nemoguée je sa sigurno$¢u izdvojiti
konacan skup pojava koje uti¢u na datu pojavu, a i za one pojave koje znamo da imaju
uticaj ¢esto smo suoceni sa nemoguéno$éu poznavanja njenih vrednosti u svakom
trenutku. Dakle, fazi priroda ekonomskih sistema ogleda se kako u delimi¢nom
nepoznavanju celine sistema, tako i u nekompletnosti dostupnih informacija. Znaéajnu
ulogu u ponasanju ovih sistema ima ljudska psihologija, $to dodatno usloznjava sistem
koji se ne moze uspesno modelirati metodama klasi¢ne matematike. Sa pojavom fazi
matematike, kao sredstva za modeliranje pojava koje su prozete neodredenoscu i
nekompletno$éu, stvara se mnogo adekvatniji okvir za ekonomska istrazivanja
postizanjem zadovoljavaju¢eg kompromisa izmedu dostupnih informacija i stepena
neodredenosti koji dopustamo. Pod pojmom fazi neodredenosti podrazumevamo
neodredenost u smislu nepoznavanja sistema kao celine i potrebe za nijansiranim
odgovorom donosioca odluke. Drugim re¢ima, fazi neodredenost se sustinski razlikuje
od neodredenosti u smislu teorije verovatnoce, gde neodredenost poti¢e od slucajne
prirode modeliranih procesa.

Uprkos ogromnom tehni¢kom napretku u poslednjih dvadesetak godina, mnogi
industrijski i organizacioni procesi su i dalje kontrolisani od strane iskusnih
profesionalaca ili menadZera koji donose odluke u promenljivom okruzenju,oslanjajuci
se na sopstvenu intuiciju i iskustvo. Zadatak fazi logike je da ponudi skup fazi zakona
jednostavne formulacije, bliskih nacinu ljudskog rezonovanja, koji objaSnjavaju
okruzenje. Oslanjanjem na ove zakone, donosioci odluka smanjuju mogucnost greske
usled uticaja okoline ili subjektivne pogresne procene.

Vazan koncept koji se koristi u brojnim primenama je koncept lingvisticke varijable.
Lingvisti¢ka varijabla je uredena petorka (X, T(X), X, G, M), gde je x ime varijable, T(X)
skup lingvisti¢kih terma, tj. vrednosti lingvisticke varijable, X univerzalni skup, G
pravilo za generisanje lingvistickih terma, M pravilo koje svakom lingvistickom termu
t iz skupa T dodeljuje znaCenje M(t) koje je, u stvari, fazi broj na X.
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Posmatrajmo lingvisticku varijablu ¢iji je naziv ,kvalitet uprave®. Domen varijable
(osa x) definisan je skalom kvalitativnih vrednosti od 1 do 10 koje sluze za ocenjivanje
kvaliteta uprave. Osa y meri stepen u kome je, za odredenu ocenu, uprava losa, srednja
ili dobra. ,,Losa“, ,,srednja“ i ,,dobra“ su lingvisti¢ki termi varijable ,kvalitet uprave*,
¢ije znacenje je prikazano na Slici 2. Na primer, uz ocenu 4 uprava je 31,5% srednja i
68,5% losa.
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Slika 2. Fazi skupovi pridruzeni termima lingvisti¢ke varijable ,,kvalitet uprave*
Izvor: www.ruledit.com.
Definisanje broja lingvisti¢kih terma na koje se opseg deli, kao i definisanje fazi

skupova koji se pridruzuju lingvistickim termima su zadaci za eksperte, koje treba
obaviti u skladu sa konkrethom pojavom koja se modelira.

Priblizno zakljucivanje u uslovima neodredenosti

U tradicionalnoj logici, koja predstavlja osnovu klasi¢ne matematike, zakljucivanje se
vrs§i po dva osnovna zakona, modus ponensu i modus tolensu. Na primer, zaklju¢ivanje
po modus ponensu (MP) odvija se po shemi:

Premisa 1: x je A

Premisa 2: AKO x je AONDAY je B,

Zakljucak: y je B
gde su A i B klasi¢ni skupovi. Drugim re¢ima, modus ponens daje logicku osnovu da u
istim situacijama isto reagujemo.

Medutim, nijedna ekonomska situacija nije u potpunosti podudarna nekoj istorijskoj,
Sto namece potrebu za definisanjem pribliznog rezonovanja, a to je u okvirima
tradicionalne logike nemoguce. Za potrebe definisanja nove logicke strukture,
tradicionalni modus ponens (MP) se proS$iruje na generalizovani modus ponens (GMP)
sa slede¢om shemom:
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Premisa 1: x je A
Premisa 2: AKO x je AONDAY je B,
Zakljucak: y je B,

gde su A, Ay, B i B, fazi skupovi, pri ¢emu A i A; nisu obavezno jednaki fazi skupovi,
kao ni B i By, tj. njihove funkcije pripadanja nisu obavezno iste, ali su odstupanja
relativno mala. Jasno, x iy, u sluc¢aju GMP-a, su lingvisticke varijable, A, A; termi
lingvisti¢ke varijable X, a B i B; termi lingvisti¢ke varijable y. Naravno, $to je stepen
razlikovanja funkcija pripadanja skupova A i A;, kao i B i B; manji, priblizno
zakljucivanje blize je klasi¢cnom. Generalizovani modus ponens daje logicku osnovu da
u slinim situacijama slicno reagujemo. Fazi koncept zakljuCivanja po slicnosti
predstavlja osnovu za pribliZzno rezonovanje u brojnim ekonomskim modelima
prozetim neodredenoscu.

Fazi sistemi kontrole

Fazi sistem kontrole podrazumeva zaokruZzen sistem kontrole pojava prozetih
neodredenoscu, ne obavezno ekonomskih. Shema ovog sistema prikazana je ispod.

Numericki ulaz — Fazifikator — Fazi ulaz — Skup fazi zakona —
— Fazi izlaz — Defazifikator — Numericki izlaz

Numericke vrednosti ekonomskih veli¢ina se, najpre, fazifikuju. Zatim, tako
fazifikovane vrednosti, tj. lingvisti¢ke varijable sa pridruZzenim termom, ulaze u skup
fazi zakona i aktiviraju jedan od njih. Nakon toga se vr$i zaklju¢ivanje po GMP-u i kao
rezultat toga dobija se fazi izlaz, druga lingvistiCka varijabla sa pridruzenim
odgovaraju¢im termom. Iz ovog fazi izlaza moguce je, ukoliko je potrebno, izvrSiti
ekstrakciju numerickog odgovora.

Posmatrajmo najjednostavniji, ali ilustrativan, primer kori§¢enja fazi sistema kontrole.
Pretpostavimo da neka osoba ima na raspolaganju svotu novca od 10.000 evra na
odredeni period i da Zeli da eventualno zaradi, u smislu dinarske protivvrednosti, tako
da se odlucuje da li da konverziju izvrsi na pocetku ili na kraju tog perioda. Jasno,
odluka kada da se izvr$i konverzija donosi se u odnosu na ocekivani kurs dinara prema
evru. Pretpostavimo da je srednji kurs evra na dan odluke 110, a 115 dinara za jedan
evro projektovani srednji kurs na isteku tog perioda. Ovi podaci ¢ine numericki ulaz
sistema 1 nakon njihove fazifikacije dobijamo fazi ulaz ocekivanog odnosa dinara
prema evru — lingvisticku varijablu ,,dinar prema evru“ kojoj je pridruzen lingvisticki
term ,,slabi“. Ovakav fazi ulaz se prosleduje u skup fazi zakona i aktivira samo jedan
fazi zakon i to onaj zakon ¢iju premisu zadovoljava. Kompletan sistem fazi kontrole, u
nasem primeru, sastoji se od tri fazi zakona:
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AKO dinar prema euru slabi ONDA konverziju izvrSiti na kraju perioda
AKO dinar prema euru jaca ONDA konverziju izvrSiti na pocetku perioda ,
AKO dinar prema euru je stabilan ONDA konverziju ne vrsiti

gde lingvisti¢ka varijabla ,,dinar prema evru“ ima tri lingvisticka terma ,,slabi, ,,jaca“ i
Lstabilan®. Termu ,,stabilan® pridruzujemo fazi skup okoline broja 110. Naravno,
rasplinutost fazi skupa na levo i na desno od 110 je uslovljena visinom tro$kova
konverzije. Drugim rec¢ima, za sitne oscilacije srednjeg kursa oko pocetne vrednosti se
ne isplati vr$iti konverziju, jer bi nakon obra¢una menjackih tro§kova dobijena koli¢ina
novca bila manja nego da se konverzija u dinare izvr$ila u pocetnom trenutku.

Premisa iz naSeg primera aktivira prvi zakon, koji povlaci izlaz: konverziju izvrsiti na
kraju perioda. Primetimo da, u ovom slucaju, ne dobijamo fazi odgovor nego jasnu
komandu.

U slucaju da se fazi zakljuc¢ivanjem ne dobija komanda nego lingvisticki term, kao Sto
je kod fazi zakona tipa:

AKO je nezaposlenost relativno niska ONDA je prose¢na plata relativno visoka ,

moguce je izvrsiti ekstrakciju numeri¢ke vrednosti iz fazi odgovora. Postoje tehnike
kojima se iz lingvistickog terma ,relativno visoka® lingvisticke varijable ,prose¢na
plata®“ precizira numericka vrednost prosecne plate. U brojnim ekonomskim
primenama ne postoji potreba za ekstrakcijom numeri¢kog odgovora, kao $to je, na
primer, kod razli¢itih fazi sistema kontrole koji kontrolisu trgovanje na berzi, gde
sistem nudi savet donosiocu odluke u formi komande kupovine, prodaje ili zadrzavanja
pozicije. Ovaj odgovor se, u nekim sistemima, nijansira tako da skup lingvisti¢kih
terma fazi varijable ,,akcija trejdera” ima, recimo, sledeci oblik: {jako prodati, prodati,
zadrZzati poziciju, kupiti, jako kupiti}.

Primetimo da, u prethodnom primeru, svaki put kada dinar prema evru slabi, izlazna
komanda je da se konverzija izvrsi na kraju perioda, tako da se moze tumaciti da se
zakljucivanje vrsi po klasicnom modus ponensu. Medutim, i u slu¢aju projektovanog
kursa od 115 i, recimo 116 dinara za jedan evro, lingvisticka varijabla ,,dinar prema
evru“ poprima vrednost ,,slabi“ i vodi ka istoj komandi, tako da je zaklju¢ivanje
svakako priblizno.

U gore navedenom primeru, postoje tri moguénosti buduc¢eg odnosa dinara prema evru
koje su opisane pomocu tri lingvisticka terma. U slucaju da na neku pojavu uticu,
recimo, dve pojave, svaka opisana sa po tri lingvisti¢ka terma, kompletan fazi sistem
kontrole imao bi 3-3=9 zakona, po jedan za svaku kombinaciju stanja ulaznih
lingvistickih varijabli.

Fazi zakoni u manje slozenim sistemima ¢esto se dobijaju od strane iskusnih eksperata.
Medutim, za dobijanje fazi zakona u visoko nelinearnim slozenim ekonomskim
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modelima sa zaSumljenim podacima gde se najCeS¢e ocekuje nijansiran odgovor,
koriste se neuronske mreze, koje imitiraju strukturu neurona u mozgu. Ova struktura
sastoji se od neurona i veza medu njima. Dostupni empirijski podaci obraduju se na
nacin da se ustanovi veza ulaznih i izlaznih neurona. Drugim re¢ima, neuronske mreze,
u uslovima ovakvih nelinearnih modela, efikasno prepoznaju uzro¢no-posledicne veze.
Uprkos nemogucnosti da objasne ustanovljene veze, kada su dobro definisane,
neuronske mreze sa velikim uspehom predvidaju izlaz za proizvoljan skup ulaznih
podataka.

Zakljucak

Nedostaci koje je ispoljila klasi¢na matematika u modeliranju pojava koje sadrze
elemente neodredenosti, prevazideni su pojavom fazi koncepta, gde se neodredenost
unosi u samu definiciju modela. Novi pristup rezultirao je pojavom pribliznog
rezonovanja po generalizovanom modus ponensu i fazi sistema kontrole, na koje se
donosilac odluka oslanja u promenljivom i dinami¢nom okruzenju karakteristicnom za
ekonomske modele. Na taj na¢in znacajno se smanjuje moguénost greske donosioca
odluke usled subjektivne pogresne procene.
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